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Résamé 17 : polynames d endomonplicsmes

Dans tout ce cours F sera un K— espace vectoriel de dimension n € N*,

I LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

w est ici un endomorphisme de E. Jai pensé que ces rappels ne seraient pas
inutiles.

Définition 1.1 (Polynéme caractéristique d’un endomorphisme)

Le polynéme caractéristique de u est défini par :
Xu(X) = det(XIdg — u) = (—1)" det(v — XIdEg).

Les racines de ., sont les valeurs propres de u. Pour toute valeur propre \ de
u, on note Mult()\) la multiplicité de \ en tant que racine de x,.

Proposition 1.2 (Propriétés du polynéme caractéristique)

1. x, est un polynéme unitaire de degré n.
2. xu(X) = X"+ (=1)" ' Trace (u) X" ' + ...+ (—=1)"detu
3. Pour toute valeur propre A deu, on al < dim(Ey) < Mult, (\).

o
%@ REMARQUES :

1. Sidim E = 2, alors x,,(X) = X2 — Trace (u) X + detu.
2. Siw est un projecteur de rang r, alors x,(X) = (X —1)" X" ".

3. 1l faudrait savoir calculer le polynéme caractéristique d’un matrice compagnon.

Théoréme 1.3 (Critére assurant qu’un endomorphisme est diagonalisable)

u est diagonalisable si et seulement si les deux propriétés suivantes sont veérifiées :
1. le polynéme caractéristique de u est scindé
2. Y\ € Sp(u), Mult, (\) = dim E} (u).
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Proposition 1.4 (Cas particuliers)

1. Si )\ est une racine simple du polynéme caractéristique alors dim E, =
Mult(\) = 1. Les racines simples ne nécessitent aucune vérification lorsque
I'on souhaite s’assurer qu’'un endomorphisme est diagonalisable.

2. Si le polynéme caractéristique est scindé et a racines simples alors u est
diagonalisable et les espaces propres sont des droites.

I POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES ET DE MATRICES

§ 1. Autoar de la sous-algébre Ku].— ou K[M] si M est une matrice carrée;
Définition II.1

Soit P(X)=ap+a1 X+ ... +a, X" € K[X], etu e Z(E).
1. Soitk € N*. On note u* = wo...ou et u® = Idp.
——r

k fois

2. On définit| P(u) = apldg + aqu+ ... + ap,u™ = Z apu®.
k=0

P(u) est un endomorphisme de E, comme u.
3. Soit A € #,,(K). On définit la matrice

P(A) =aol + 1A+ ...+ a, A" € M, (K).

-
%@ REMARQUES :

ATTENTION : Soit z un vecteur de E. P(u)(x) est un vecteur, mais

P(u(x)) N'A PAS DE SENS.

De méme, si X est un vecteur colonne de taille n, P(A)X est un vecteur colonne de taille
n mais P(AX) n’a pas de sens.
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Propriétés I1.2

L’application @, | K[X] — %Z(F) estun morphisme d’algébres.
P(X) — P(u)

En particulier, cela signifie que (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
—— N————r
loi x loi o

Proposition I1.3

Soientu € £ (E),A et B € #4,(K), P et Q € K[X].
1. Les polynémes en u commutent : P(u)oQ(u) = (P x Q)(u) = Q(u)oP(u).
2. Les polynémes en A commutent : P(A)xQ(A) = (PxQ)(A) = Q(A)x P(A).
3. Soit H une matrice carrée inversible.
(a) Sik €N, alors H'AYH = (H1AH)*.
(b)) H'P(A)H = P(H ' AH).
(c) Si A et B sont semblables alors P(A) et P(B) aussi.
(d) Si A est diagonalisable alors P(A) est diagonalisable.

(e) P(tA) =t(P(A)) et P(A) = P(A).

Proposition I1.4 (Lien entre le spectre de u et le spectre de P(u))

Soientu € Z(F) et P € K[X].
1. Soient A e Ketx € E. Siu(x) = Az alors P(u)(x) = P(\) x.
2. Si\ € Sp(u) alors P(X) € Sp(P(u)).

Propriétés I11.6 (de u.,)
Soitu € .Z(E) non nul.

1. Le polynéme minimal de u est LE polynéme unitaire de degré minimal parmi
tous les polynémes annulateurs de u.

2. Pour tout P € K[X], P annule u <= p,, divise P.

3. u, est degré > 1, et ce degré est 1 si et seulement si u est une homothétie.

fg EXEMPLES :

1. Siwu est une projection autre que 0 o (g et Idg, alors puy(X) = X2 - X.
2. Sid € Z(E) est nilpotent d’indice k, alors uq(X) = X*.

Jetons un oeil a I'image de ®,, :
Propriétés I1.7 (de Im ®,,)

K[u] = {P(u) ot P € K[X]} = Vect (u*, k € N).
Notons d € N* le degré de p.,. Klu] est une algébre de dimension d, dont

(Idg, u,... 7ud_1) est une base.

Enfin, notons I'existence d’'un polynéme annulateur remarquable.

Théoréme I1.8 (Cayley-Hamilton)

§ 2. Le polyusme mincmal j1,,.— En utilisant le fait que tous les anneaux de K[X]
sont principaux, nous montrons :

Définition IL.5

Soit u € Z(FE), ott E est de dimension finie. Il existe un unique polynéme .,
unitaire de K[X] tel que ker ®,, = 7,K[X]. Ce polynéme est appelé polynéme
minimal de u.

En clair, cela signifie :
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Soit u un endomorphisme de E. Le polynéme caractéristique de u est un poly-
néme annulateur de u. Ainsi,

>y, diVISe Yy.

> deg i, < n.
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IIT L’APPORT DE K|u] AUX QUESTIONS SPECTRALES

Proposition III.1 (Polynéme annulateur et spectre de u)

Soit P un polynéme annulateur de u : P(u) = O (g).
1. Si X est une valeur propre de u alors P(\) = 0.

2. Si P est un polynéme annulateur de u alors les valeurs propres de u sont a
rechercher parmi les racines de P.

3. Les valeurs propres de u sont exactement les racines de i, .

Corollaire III.3 (Endomorphisme diagonalisable et sous-espace vectoriel stable)

Soit w un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel stable par u.
Notons urp | F — F  I'endomorphisme induit par u sur F'. Alors
x — u(x)

(i) Le polynome minimal de up divise celui de u.

(ii) Siwu est diagonalisable alors up aussi.

Corollaire III.4 (Diagonalisation simultanée)

-

emme 1 (théoréme de décomposition des noyatix)

Soient Py, ..., P. € K[X] des polynémes premiers entre eux deux a deux. Alors

ker (P1P2 e Pr) (u) = & ker Py (u).
k=1
En particulier, si de plus P(X) = P(X)P2(X) ... P.(X) annule u, alors

& ker Py(u) =E.
k=1

Si u et v sont deux endomorphismes de E qui commutent, alors ils diagonalisent
dans une méme base, i.e il existe une base (e1,...,e,) de E telle que pour tout
i € [1,n],e; est un vecteur propre de u et de v.

IV ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE

Définition IV.1 (Endomorphismes trigonalisable)

Théoréme III.2 (Critére pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable)

Soit u un endomorphisme de E. On a I'équivalence entre les prédicats suivants :
1. u est diagonalisable,
2. Il existe un polynéme P scindé et a racines simples qui annule u.
3. ., estscindé a racines simples.

Dans ce cas, si A1,..., A, € K sont les valeurs propres deux & deux distinctes de

u, on a
p

pa(X) =TT (X = ).

i=1

Soit u un endomorphisme de E.
u est trigonalisable lorsqu’il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u
est triangulaire.

Théoreme IV.2 (Critére assurant qu’un endomorphisme est trigonalisable)
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On a équivalence entre les trois assertions suivantes :
1. u est trigonalisable
2. Son polynéme caractéristique est scindé.
3. u annule un polynome scindé.

4. ., estscindé.
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Corollaire IV.3
Ta- . . . . . W EXERCICES :
Siu € L(F) est trigonalisable, il existe une famille C1,...,C, de sous-espaces
vectoriels de E tels que CEP 65 : Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On

note K[X] 'ensemble des polynémes a coefficients dans K.

HCie---aC,.=E. 1. Démontrer que :

(ii) Chaque C; est stable par u. V(P, Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u) .
(iii) L’endomorphisme induit par u sur C; est la somme d’un nilpotent et d’'une

‘. 2. (a) Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) .
homothétie

(b) Démontrer que pour tout (P, Q) € K[X]| x K[X] :
Ainsi, u est la somme d’un endomorphisme nilpotent n et d’'un endomorphisme

2 1 P 1
diagonalisable d tel que don =nod. Famipas (rommen)

-1 -2
1 2
polynéme R = X4 4+ 2X3 4 X2 — 4X est un polyndme annulateur de A.

3. Soit A = < ) . Ecrire le polynéme caractéristique de A, puis en déduire que le

V  LES FIGURES IMPOSEES W
EXERCICES :
CCP 70 :
E . 00 1
XERCICES : SoitA=(1 0 0] eMs3(C).
CECP 94 : Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(FE) tel que 0 10
83 + u? +I’lé 1: 0. ! . 5 1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?
t ’application identité . . S » L "
f notera apphication idenfite sur 2. Soit (a, b,c) € C3 et B = al3 + bA + cA?, ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
1. Montrer que Imu @ keru = E. Déduire de la question 1. les éléments propres de B.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynomes.

(b) En déduire que Tmu = ker(u? + u + Id).

3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de . Justifier la réponse.

W EXERCICES :

0o 2 -1
CEP 97 : On consideére lamatrice A= [ -1 3 —1| € M3(R).
-1 2 0

Montrer que A n’admet qu'une seule valeur propre que 'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

= N =

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)2 et en
déduire la valeur de A™.
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